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ABSTRAKT

Cilem bakalarské prace je popis simulacni metody Monte Carlo, ktera se

v v s

v poslednich desetiletich téSi velké popularité v mnoha védnich oborech.

V dnesni dobé nejrliznéjSich statistickych  prlizkum(, analyz
a zpracovavani informaci maji podobné statistické metody velky vyznam.

Teoreticka Cast prace nejdfive obecné popisuje simulacni modely, protoze
pfi jejich feSeni se podobné metody, jako je Monte Carlo, pouZzivaji. Dale jsou
uvedeny typické historické pfiklady pouziti této metody, jeji popis a moznosti
VyuZziti.

Prakticka Cast prace se zabyva fizenim rizika ve financich a mozné
aplikaci metody Monte Carlo pfi ur€ovani miry rizika Value at Risk. Tato mira je
modernim a celosvétoveé pouzivanym nastrojem pfi fizeni trzniho rizika. SouCasti
praktické Castije pfiklad vypocCtu této miry pro cenovy index PX, ktery je oficialnim

indexem Burzy cennych papirdl Praha.
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ABSTRACT

The aim of the thesis is the description of the Monte Carlo simulation
method, which in recent decades are very popular in many scientific fields.

Nowadays various statistical surveys, analysis and information processing
are similar statistical methods very significant.

The theoretical part of the paper firstly describes the general simulation
models because of their solutions with similar methods such as Monte Carlo, are
often used. The following are typical examples of the historical method, its
description and usage.

The practical part of the thesis deals with the management of risk in
finance and the possible application of the Monte Carlo in determining the level
of risk Value at Risk. This rate is modern and globally used tool in the
management of market risk. The practical part is about the calculation of the
extent of the price index PX , which is the official index of the Prague Stock

Exchange.
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Uvod

Téma této prace, metoda Monte Carlo, je metodou feSeni simula¢nich
modell, které maji stochasticky charakter. Je to oblibena statistickA metoda
pouzivana prfi odbornych védeckych experimentech, predikcich ekonomickych
veli€in, zobecnovani vybérovych charakteristik na zakladni soubor, zpracovavani
generovanych nahodnych hodnot aj.

VétSi Cast této prace tvori teoreticka ¢ast, pricemz nejdfive je podrobné
popsana teorie simulaénich modelll vcetné popisu celého jejich pribéhu.
Zakladni prvky model(, priprava pred spusténim simulace, nasledna verifikace a
samotna realizace modelu jsou popsany v nékolika navazujicich podkapitolach.
Déle je predstavena moznost vyuziti simula¢nich model(l a shrnuti jejich vyhod a
nevyhod. V zavéru uvodni kapitoly je podkapitola zabyvajici se generatory
n&dhodnych Cisel, bez nichz by simulacni modely obsahuijici stochastické veli€iny
nebylo moZzné realizovat.

Nasleduje hlavni kapitola teoretické Casti a to kapitola zabyvajici se
metodou Monte Carlo jako takovou. Tato kapitola by méla podrobné metodu
charakterizovat, popsat jeji historii, uvést konkrétni pfipady pouZiti a nazornou
ukdzku postupu TFeSeni vypocétu Ludolfova ¢&isla 1. Mnoho podobnych
matematickych a statistickych pokrokovych teorii, jako je tato, je pojmenovana
po svém tvlrci, a proto je v dalsi podkapitole popsan vznik netradiéniho a na
prvni pohled nelogického oznaCeni metody. Ke konci je naznaCeno Sifeni
aplikace metody a shrnuti jejich vyhod a nevyhod.

Vyuziti metody Monte Carlo uzavira teoretickou Cast prace a je rozdéleno
na nékolik oblasti. Nejdfive je popsano vyuZziti v oborech fyziky, protoze zde se
metoda zrodila a naSla sva prvni pouZziti. MoZnost pouZiti metody v matematice
zastupuje naznak postupu vypoctu jednoduchého urcitého integralu a feSeni
systému linearnich algebraickych rovnic. Shrnuti ostatnich reélnych vyuziti je

uzavieno podkapitolou, na kterou navazuje prakticka ¢ast prace.



Praktickd Cést se zabyva problematikou fizeni trzniho rizika pomoci
vypoctu miry Value at Risk. Konkrétni vypocet pocita hodnotu VAR pro index
Burzy cennych papirli Praha, ktery je oficialnim cenovym indexem této burzy.

Cilem této prace je popsat metodu Monte Carlo, shrnout vSechny rdizné

moznosti jejiho uplatnéni a nézorné predvést zakladni vypocCet hodnoty
Value at Risk pomoci této metody.



1. Simula¢ni modely?

Pojmy simulace a simulovat se vyskytuji v dnesni dobé Casto a patfi do
naseho bézného slovniku v nejriiznéjsich vyznamech. Nej¢astéji nahrazuje vyraz
.Simulovat* synonyma predstirat, napodobovat, hrat nebo predvadét
nékoho/néco jak uvadi Paholok (2008, str. 4). Z pohledu védnich disciplin je
simulaci mySleno napodobeni procesu urCitého objektu at uz v prostredi
laboratore, v realité nebo prostfednictvim vypocetni techniky formou virtualniho
modelu. Model povaZzujeme za zjednoduSeni studovaného realného systému
popsaného pomoci predpokladd, pravidel, zakonitosti a souvislosti mezi jevy
a faktory zkoumané problematiky.

Simulace nepochybné patfi mezi védecké metody, protoZze pomaha
poznavat fungovani procestl z realného svéta. Ziskavaji se poznatky
o simulovaném svété, jez se nasledné na skutecny svét zobecruji. Simulace
mlze byt fyzickad (interaktivni, redlnd) nebo poditaova a povazuje se za

specificky druh experimentu.

1.1 Popis simulacnich model@

,Simulaéni techniky se vyuzivaji ve v3ech rliznych oborech v pfipadech,
kdy nelze pouzit analytické zplsoby feSeni. Jedna se o zplisob experimentovani
s matematickym modelem, ktery zobrazuje jednotlivé kroky a vlastnosti realného
systému. Charakter simulacénich modelll midze byt stochasticky nebo
jejich vyhodou je, Ze se v nich mize modelovat vliv ¢asu, vice promé&nnych
a pfipadné i ndhodna slozka."

(HousSka, 2009 str. 47)

S rozvojem simulacnich technik se oteviraji nové moznosti pro konstrukce

stale rozsahlejSich a komplikovanéjsich systémd, jejichZ ruéni analyza a feseni

1 Kapitola se zabyva obecné simulaénimi modely a vychazi z HouSky (2009)



by bylo znacné naro€né a mnohdy prakticky nerealné. Simulace napodobuje
chovani redlnych procesl a mizZe byt chapana jako abstraktni model reality.
M. HousSka (2009, str. 7) definuje simulaci takto:

.Simulaci je mozné charakterizovat jako proces napodobovani
jednotlivych krokl realnych systémi a simulaéni model je matematicky predpis

téchto krokd.“

Simulacni modely slouzi pfevazné k ziskavani a naslednému zpracovani
informaci o chovani systému v zavislosti na vstupnich tdajich, nicméné mize byt
sledovana i diléi reakce na zmény podminek. Simulaénimi modely miZzeme
ziskat spoustu informaci o réiznych reakcich systému, které jsou dale zkoumany

a statisticky zpracovavany.

1.1.1 Simulacni projekt

Cely simulacni projekt neni pouze spusténi simulace a interpretace
vysledkl, ale zahrnuje i pfipravné faze (sestrojeni modelu, vyjadreni
charakteristik systému, zahrnuti ndhodnych faktor(l a faktoru ¢asu) a pfipadné
aplikace na realny systém. HouSka (2009) uvadi nazorné schéma postupu
realizace simulacniho projektu (Obrazek 1-1).

Na samotném zacatku projektu je potfeba prfesné a odborné zpracovani
zkoumaného problému, shrnuti v8ech dostupnych informaci a stanoveni cil(l
celého experimentu. Ur€eni cilll experimentu je velice naro¢né a dilezité, protoze
ovliviuje presnost i podrobnost modelu a vérnost realnému systému. Tuto prvni
fazi Casto zpracovava sam zadavatel analyzy, protoZze odbornik na simulacni
modely by mohl specifikaci problému sam vyhodnotit netplné nebo chybné.
Je dobré po celou dobu spolupracovat a konzultovat pribéh pfiprav i priibézné
vysledky experimentu se zadavateli. S&m specialista na simula¢ni modely potom
vybere nejvhodnéjsSi metodu simulace pokusu, kterou realny systém namodeluje.

Pfed spusténim simulace se jeSté odhadne efektivnost a naklady (Casové,

technologické i financni) potfebné pro realizaci simulace. Poté pfichazi



naprogramovani v prislusném softwaru a po pripravé vstupnich dat se
experiment spusti. Jakmile kompletné probéhne celd simulace a vypocCet
poZadovanych Gdaji (mUze trvat fadové nékolik minut, hodin nebo i dni) pfichazi
na fadu hodnoceni pribéhu i vysledkd simulace. Soucasti hodnoceni je
tzv. verifikace modelu, béhem které ovéfujeme vhodnost pouZitého modelu

i metody jeho feSeni (bude popsano v kapitole 1.1.5).

Problém

v
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pouzit simulaci?

v
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Implementace

v

Vyhodnocen(

Obrazek 1-1 Schéma simula¢niho projektu



1.1.2 Statistické simulacni modely

Statistickym modelovanim se rozumi zobrazovani systémi s nahodnymi
prvky (v dnesni dobé zpravidla pomoci pocitace), které se méni v Case. Jejich
podstatou je vytvoreni algoritmu, kterym bude zkoumany proces modelovan.
Diky vyuZiti statistickych softwar(i se mize zahrnout do modelu vice proménnych
ato jak se spoijitou, tak s diskrétni distribu¢ni funkci. Mdze je ovliviiovat také vétsi
mnozstvi nahodnych faktorli. V modelech definované a zahrnuté faktory se
specifikuji pevnymi hodnotami parametrll systému a jejich distribu¢nimi
funkcemi. Opakovanou simulaci systému s rliznymi parametry se ziskavaji

obecné charakteristiky, na jejichz zakladé mizeme popsat modelovanou realitu.

1.1.3 Priprava simula¢niho modelu?

Definovani modelu zacéina stanovenim proménnych a parametrd modelu,
jejich vlastnosti, chovani, funkci a zavislosti s ostatnimi prvky systému. Houska

(2009, str. 30) rozliSuje v simula¢nich modelech:

vstupni proménné
stavové proménné
parametry modelu

vystupni proménné

Pro vstupni proménné, které si sami urCujeme (jejich obménami
zkoumame reakce systému) se Casto pouziva oznaceni fiditelné. Oproti tomu
nefiditené vstupni proménné vétSinou specifikujeme jako konstanty a mizeme
je meénit jen prfed opakovanim celého experimentu (napf. vySe dani — zmény
nelze pfedvidat a nema cenu se o to ani pokouSet). Poslednim typem vstupnich
proménnych jsou ty, které ovlivnit také nemilzeme, ale maji nahodny

pravdépodobnostni charakter. Hodnoty téchto proménnych bé&hem pokusu

2 Podkapitola vychéazi z metodiky tvorby simulacniho modelu, kterou uvadi HouSka (2009,
str. 29 a nasledujici)



generujeme (pfi pocitacové simulaci vhodnymi generatory ndhodnych resp.
pseudonahodnych Cisel — viz kapitola 1.2).

.Stav systému v jednotlivych Casovych okamzicich je charakterizovan
stavovymi proménnymi.“ (Houska, 2009 str. 30)

.Parametry modelu vétSinou popisuji vychozi pozici systému a béhem

e

experimentu se nemeéni.” (HousSka, 2009 str. 30)
vstupnich proménnych pro rlizné hodnoty parametrdl. Mély by byt definovany tak,
aby dobre popisovaly Uroven dosazeni stanovenych cil(.

Pripravna faze projektu se mnohdy podceriuje, ale spravna a dikladna
pfiprava usnadni vSechny dalsi kroky. Musi se promyslet, jestli se vibec
realizovani simulace vyplati a jestli naklady na ni nejsou vySsi nez mozné zisky
resp. usSetiené naklady aplikace modelu v realném systému. PFi zjiSténi,
Ze simulace je pfinosna, pfichazi po ziskani vystupl jejich kontrola a verifikace

celého modelu.

1.1.4 Zéakladni prvky simulaénich model(?®

Modely se skladaji z vice rliznych druht prvkd. Zakladni z nich budou
popsany v této podkapitole. Deterministické zakladni prvky jsou ty, kterym
pfifadime na zacCatku simulace konstantni hodnoty, a které se dale neméni.
Opakem jsou prvky stochastické, které predstavuji nahodné veli¢iny rliznych typ(
a jejich hodnoty se generuji na zakladé pravdépodobnostnich zakonitosti
stanovenych na zakladé napozorovanych historickych (daji daného faktoru.
Tim, Ze se v simulaci realizace pokusu mnohokrat opakuje a pro kazdy pokus je
generovana nova hodnota vSech stochastickych prvkdl, dostavaji tyto proménné
nahodny charakter (respektive pseudonahodny — viz kapitola o generovani
nahodnych Cisel) a modeluji tak nahodnou veli¢inu.

Faktor Casu, ktery mlze ovliviiovat chovani nékterych proménnych a tim

chovani celého systému, je reprezentovan tzv. dynamickym (Casovym) prvkem.

8 Podkapitola vychazi z Housky, 2009, str. 12-15



Simulovany ¢as ma podobné jako ostatni proménné bud' diskrétni, nebo spojity
charakter. V pfipadé diskrétni simulace se pohybujeme v urcCitych €asovych
krocich bez ohledu na to, ve kterém okamziku Casového intervalu udalost
nastala.
Nasledujici Casovy okamzik je potom definovan podle Housky
(2009, str. 13) takto:
tier = ty + AL (1.1)
kde ti je i-ty Casovy okamzik a At je délka Casového intervalu mezi
jednotlivymi kroky.
U spojité simulace na délce intervalu zalezi. Tyto délky byvaji generovany.
V takovém pfipadé uvadi predpis prechodu do dalSiho Casového okamziku
nasledujicim zplsobem:
tiy1 = t; + GEN(Aty) (1.2)
Oznaceni je stejné jako u diskrétniho charakteru casové proménné.
Pribyla zkratka GEN, ktera predstavuje pfedpis generované hodnoty proménné
v zavorce — tedy velikosti i-tého kroku mezi Casovymi okamziky.
Posledni ze zakladnich prvkl je priznak. Pfiznakem v modelu nazyvame
prvek, ktery slouzi k budoucimu vétveni chovani systému (pronikne/nepronikne

Castice prekazkou atp.) a ma pouze hodnoty pravda nebo nepravda.

1.1.5 Verifikace a realizace simula¢niho modelu*

Velmi uZiteCné pro spravné nastaveni modelu je jeho testovani na
historickych datech. Nastavime model tak, aby nam simuloval obdobi,
ke kterému mame historicka data o skuteCném vyvoji a vysledky experimentu
s realnymi daty porovname. Na prvni pohled to mliZe plsobit jako ztrata Gasu,
nicméné takovy pokus miZe pomoci ke zdokonaleni modelu, nalezeni chyb
a nepresnosti nebo k jeho UpInému zavrhnuti. Takové zjisténi nasledné muze
uSetfit mnohé Usili a Casto i nemalé prostfedky, které bychom na dalSi vyzkum

a pfipadnou realizaci simulace vynaloZili.

4 Popis ovéfovani a realizace simulacénich modelll vychazi z Housky (2009, str. 31)



V pfipadé, Ze historicka data nejsou k dispozici (nejCastéji pfi feSeni
a vytvareni dosud neznamych modell), Ize vysledky porovnavat s podobnymi
modely. Pokud zadny podobny model nenalezneme nebo viibec neexistuje, tak
se hleda alespon minimalni rizikovost chyby modelu.

Experiment je dobré opakovat s rlznymi vstupnimi hodnotami
a parametry, aby byly vidét ménici se vysledky simulace. Ziskané vysledky se
pro rzné hodnoty uchovavaji a dokumentuji, pfipadné se mohou dale
zpracovavat. PocCet opakovani experimentu se stanovuje pfi pfipravé modelu
spolu s pozadovanou presnosti a spolehlivosti vysledkd celého experimentu.
Kdyz se dale pokracuje, tak napfiklad za pouziti metody Monte Carlo, ktera
vyZaduje velké mnozstvi opakovani, a ktera pracuje se vSemi dilCimi

I zavérecnymi vystupy.
1.1.6 Vyuziti simula¢nich modelt

Diky simulacim Ize modelovat rlizné projekty, aniz by se musely skute¢né
realizovat a mnohdy se tak uSetfi Cas i prostfedky, které by takova realizace stala.
Simulaéni modely se déli na diskrétni a spojité podle zplsobu modelovani
procesll spojitymi nebo diskrétnimi proménnymi. Spojité proménné nabyvaji
hodnot v ur€itych intervalech a diskrétni nabyvaji pouze pfedem stanovenych
hodnot.

Houska (2009, str. 47) na zavér shrnuje, Ze simulacnich modely se
vyuzivaji pro ovéfovani novych projektll, pfestaveb starych systémd, ¢i jejich
rozsSifovani a pro predpovédi vyvoje znamych systémd. Simuluji se modely
optimalizujici teorie hromadné obsluhy, systémy obnov a zasob, zlepSovani
logistickych koncepci, analyzy vyrobnich systémd a obchodni procesy.
Pro simulace se daji pouzivat rlizné dostupné a viceucelové tabulkové
procesory, ale pro sofistikovanéjSi modely je dobré pouzivat software, ktery se
pfimo simulacemi zabyva. Statistickych a ekonometrickych programd je cela fada

a stéle pribyvaji, zdokonaluji se a rozsituji se jejich moznosti.



1.1.7 Vyhody a nevyhody simula¢nich model&®

Simulace maji mnohé vyhody, ale stejné jako u jinych védeckych metod
i u simulaci se d& najit spousta nedostatkll. Mezi vyhody patfi nesporné jiz
zminéna moznost fesit i analyticky nefeSitelné ulohy napriklad diky moznému
zavedeni dynamickych proménnych nebo zapojeni zavislosti modelu na ¢asové
proménné. Simulace Casto usnhadnuje feSeni i téch uloh, pfi jejichz FfeSeni se
analytické nastroje zpravidla pouzivaji. Umoznuji (napfiklad pfi fizeni rizika
pomoci miry Value at Risk, kterou se zabyva prakticka ¢ast této prace) ziskat
standardizované vysledky a pozdéji srovnavat vypocétené hodnoty pro rlizna
¢asova obdobi a prostorova umisténi. Tvorba simula¢nich modell nas nuti
zamyslet se nad zkoumanym systémem a uvédomit si vSechny faktory, které
systém ovliviuji.

Nevyhodou simulacniho modelu je hned jeho podstata, tedy ze je
zjednoduSenym obrazem reélného systému. V pfipadé opomenuti dllezitého
faktoru se cely model stava bezvyznamnym a vice zkreslenym nez je vhodné.
Simulacni model je Casto vyuzivany k predpoveédim a predikcim budouciho
vyvoje Ci pribéhu daného procesu. Odhadovany vyvoj ale pocita s podobnym
a relativné vyrovnanym priibéhem po celou zkoumanou dobu a jakékoli extrémni
zmény oproti historickému vyvoji nebo predpokladim znehodnocuji ziskané
odhady. Zejména pfi vyuZziti simulacnich model( v bankovnictvi a finanénictvi se
stava velkou nevyhodou snadné manipulovani s nastavenim modelu (zamérné
uziti nespravné metody, Uprava parametr(l), popfipadé s interpretaci vysledkd.
Simulacni modely maji také nevyhodu v tom, Ze ten kdo je pouziva, musi mit
urcité znalosti nejen z oboru, kterého se problém tyka. Je nutny i urcity pfehled
v oblastech matematiky, informatiky a statistiky.

Mnohé nevyhody Ize v priib&hu realizace simulace eliminovat a vzhledem
k mnohym kladim se té$i simulacni metody velkému zajmu a vyuziti napfic¢

spektrem nejriznéjsich védeckych disciplin.

5 Porovnani silnych a slabych stranek simula¢nich modeld vychazi z €lanku 1. Paholka (2008,
str. 14 a nasleduijici).
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1.1.8 UrcCeni optimalniho poctu opakovani pokusu

Na zavér charakteristiky simulaénich modelll se jesté nabizi otazka, jak
urcCit optimalni pocCet opakovani experimentu. Vzhledem ke splnéni statistické
vyznamnosti vysledk( musi byt pocet dostatecny, ovSem neznamena to, Ze pro
jistotu se necha vygenerovat desetitisice pokusl — tzv. ,lepsi vice, nez méné-.
Takovy postup je dost nezodpovédny, a proto se voli optimalni pocet jak pro
zachovani vyznamnosti vysledkd, tak pro prehlednost modelu. Existuji dvé
zakladni moznosti ureni poctu opakovani.

Prvni je zahrnuti podminky do modelu na opakovani simulace tak dlouho,
dokud nebude dosaZeno poZzadované presnosti vysledki d definované napfiklad
takto podle HouSky (2009, str. 40):

dzt, o, B = (1.3)
>

Uvedeny vztah je odvozen ze vzorce pro intervalovy odhad, kde t, «, .
=

je hodnota Studentova t-rozdéleni pro hladinu vyznamnosti (1-a) a (k-1) stupni
volnosti, s je vybérova smérodatna odchylka a k je pocet opakovani simulacniho
experimentu.

Druh& a vice pouZivand moznost je pfimé odhadnuti po¢tu opakovani,
které provadime predem. Po Upraveé pfedchoziho vztahu dostavame odhad pro
k opakovani:

t2s?
k> — (1.4)

Druhy zpUsob je prakti¢t&jsi, protoze se predem vi, na kolik opakovani
simulaci nastavit, coz je jednodussi a Ize hodnotu zaokrouhlit na nejblizSi vetsi
Cislo pfi zachovani presnosti vysledkd.

Pouziti podminky v modelu pro jeho opakovani dokud neni dosazeno
poZzadované pfesnosti, ndAm model zastavi na jakékoli hodnoté (napf. 9989).
Takovy pocet je pro interpretaci horSi a ani takové Cislo nevypada pfilis

profesionalné.
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Zatimco kdyZ se vypocita pred spusténim simulace, Ze pro poZadovanou
presnost je tfeba minimalni poCet opakovani (napfiklad zminénych 9989), Ize jej
zaokrouhlit (v naSem pripadé na 10000). Kvalita vystupl se takovou Upravou
nesnizi, naopak s kazdym dalSim opakovanim se presnost statistickych odhad(

zvysuje.

1.2 Generatory ndhodnych a pseudonahodnych &isel®

Vzhledem k tomu, Ze simula¢ni metoda Monte Carlo a jiné stochastické
metody potfebuji pracovat s nAhodnymi ¢isly, pouziva se pro jeji realizaci rliznych
generatorli ndhodnych ¢&isel. Pfi prvnim praktickém vyuZiti metody Monte Carlo,
které bude v kapitole o historii metody popsano, byla jako generator pouzita kola
rulety.

Tim, Ze v dnesni dobé jsou stochastické metody realizovany zpravidla jako
pocitacové simulace, pouZivaji se pro jednotlivé pokusy generatory ndhodnych
Cisel, které jsou oznacovany spiSe jako generatory tzv. pseudonahodnych Cisel.
Je to proto, Ze soucasti softwaru, ktery k simulaci pouzivame, byvaji nejrlizné;jsi
funkce a moznosti, jak si nechat nadhodné cisla ,vyrobit* samotnym programem.
Jelikoz algoritmy téchto funkci pracuji na zakladé urcitych vzorcl a jejich
nahodnost neni dokonald, ¢ehoZ si mizeme vsimnout pfi vygenerovani velkého
mnoZzstvi dvojic nahodnych Cisel a jejich zakresleni do grafu (viz obrazek 1-2

vpravo), pouZziva se oznaceni pseudonahodna.

1.2.1 Princip generovani nahodnych Cisel

Pro potieby modelovani stochastickych procesli je potfeba néjakym
zplsobem ziskat posloupnost ¢isel, ktera by méla nahodny charakter. Vzhledem
k tomu, Ze vyuzivAme jiz pfedpfipravené nastroje pocitacovych programd, se
nam muize zdat, Ze to pro nas neni Zadna komplikace. A¢ jde o nezbytnou
a nejpodstatnéjsSi Cast simulace, tak pouhymi nékolika malo prfikazy tyto

pfednastavené generatory do modelu zahrneme a vice se tim zabyvat

6 Problematikou generovani nahodnych Cisel se zabyva napfiklad Virius (2010, str. 57-72)
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nemusime. NejpodstatnéjSi ¢ast simulace je to proto, Ze nam umoznuje pracovat
s proménnymi ndhodného charakteru a stochasticky model vyzkouSet. Jak tedy
takové generatory funguji? Houska (2009, str. 16) uvadi:

»,Nahodna cCisla obecné definujeme jako nezavislé hodnoty rovnomérného

rozdéleni na intervalu (0,1).”

Posloupnost takovychto nahodnych Cisel je zaloZzena na tom, Ze libovolné
Cislo z ni neni zavislé na hodnoté Zzadného z prfedchozich ani nasledujicich Cisel.
Nahodna cisla ziskana timto zplsobem v modelu nahrazuji ndhodné veli¢iny,
a proto se pro né pouZziva vyraz pseudonahodné veli€iny a pro jejich hodnoty
podobné pouzivame oznaceni pseudonahodna cisla.

Oznaceni ,pseudonadhodna“ znamena, ze tato Cisla uz statisticky uplné
nezavisla nejsou, ale periodicita, se kterou se zavislost projevuje, je dostatecné
dlouh&. Z obrazku porovnani grafického znazornéni generovanych dvoijic Cisel
(obrazek 1-2) je zfejma zavislost pseudonahodnych hodnot, ktera se projevuje
az pri rozsahlejSim generovani (minimalné desetitisice hodnot).

Na obrazku (vpravo) je patrna periodicita tvofené posloupnosti a urcita
opakujici se pravidelnost oproti obrazku nahodnych €isel (vlevo).

0.2 0.4 0.6 0.8
X

Obréazek 1-2 Porovnani nahodnych a pseudonahodnych vygenerovanych dvojic Cisel

Pfes zjevnou nedokonalost, pseudonahodna CcCisla spliuji vétSinu

poZadavkl, které na né v modelu klademe - jejich rychlé vygenerovani,
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nahodnost bliZzici se dokonale ndhodnym ¢islim (ziskanym napfiklad to¢enim
rulety) a stabilni statistické vlastnosti.

1.2.2 NejCastéji pouzivané zdroje pseudonahodnych Cisel

Zdrojli ndhodnych respektive pseudonahodnych ¢Cisel je cela fada. Prvnim
z téch vice pouzivanych jsou tabulky nahodnych Cisel, které byvaji vytvoreny bud
jednoucelové pro konkrétni situaci, nebo obecné tabulky, kterych byla vytvofena
celd tada, a které obsahuji rlzné mnozstvi nahodnych c¢isel. Hodnoty
z nahodnych tabulek se nacitaji popofadé a pouZivaji se hlavné pro vypocty
mensSiho rozsahu. Tento zdroj nahodnych Cisel je vyuzivan pro jeho rychlou
a jednoduchou pouzitelnost. Priklad a popis pouziti tabulky nahodnych Cisel je
v priloze 1.
technicky spojuji fyzikélni generatory nahodnych Cisel s pocitatem. Technicka
¢ast pracuje vétSinou s analogovym zafizenim pocitace (napf. s mysi), které
zaznamenava urcité elektrické veliCiny s nahodnym charakterem (pohyby
mysi...).

Fyzikalni generatory jsou nékladné a dosti komplikované, proto se
mnohem cCastéji pracuje s matematickymi generatory ndhodnych cisel, jejichz
princip spoCiva ve specialnich matematickych algoritmech vyuZivajicich
rekurzivni funkce (nové generované cislo je uréitym zplsobem odvozeno od
vSech pfedchozich z té samé posloupnosti).

HousSka (2009, str. 17) zminénou rekurzivni funkci uvadi ve tvaru:

i1 = X Xt o ) pProm = 0 (1.5)

Predpis tedy fika, Zze hodnota xn+1 je funkci m+1 pfedchozich hodnot’.

7 Priklady konkrétnich funkci popisuje Houska (2009, str.17)
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VSechny zde uvedené generatory nam poskytuji Cisla z intervalu (0,1),
a tak se musi jeSté po vygenerovani transformovat na nahodnou veli€inu
s pozadovanym rozdélenim a v pozadovaném intervalu®,

Nékdy se také vyuzivaji jako zdroj nahodnych Cisel cifry Ludolfova Cisla Tt.
Perioda opakovani cifer se asymptoticky rovna 10 (k € N), ¢imz se Ludolfovo
Cislo fadi mezi tzv. normélni Cisla. Vice k vyuZiti Ludolfova Cisla jako zdroje
nahodnych Cisel popisuje napfiklad Nezbeda a spol (2003).

Priklad prvnich nékolika set ¢lenll desetinného rozvoje Cisla m, které se
pouZzivaji jako zdrojova tabulka nahodnych Cisel:

3,1415026535 8970323846 2643383270 5028841971

6930037510 5820074044

J023078164
0938446095
(4406220480
2712019001

245870066
0113305305
0921861173
8012270381
1907021798
0005681271
2249534301
8640344181
0397317328

0628620890
3058223172
3493038196
4364856692
0631558817
4882046652
8103261179
8301104912
6094370277
4526356082
4654958337
30813620977
1609631859

8625034825
3359408128
4428810975
3460348610
4881520020
1384146051
3105118548
0833673362
0330217176
7783771342
1030702279
4771300960
3024450455

3421170679
4811174302
0050334461

343266482
9625292340
0415116094
0744623799
4406566430
2031767523
FA7T89600]1
6802580235
3187072113
3469083026

8214808631
8410270193
2847504823
1339360726
0171536436
3305727036
6274956735
8602130494
8467481846
7363717872
4201995611
4909000837
4252230825

3282306647
8321105559
3786783165
0240741273
7892590360
3739501053
1885752724
6305224737
7069405132
14658440001
2129021960
2078040951
33446850._..

Obrazek 1-3 Ludolfovo ¢islo

1.2.1 Ovérovani ndhodnosti generovanych cisel®

Ackoli generatory pocitacovych programu jsou jisté mnohokrat testovany
a kontrolovany, je tfeba ovéfit ndhodnost vygenerované posloupnosti Cisel.
Ovéfuje se pomoci statistickych testll, zda jsou C&isla skute¢né nahodna

a rovnomérné rozloZena na intervalu (0,1). Zadny z testli neposkytuje Gplnou

8 Vice o transformaci generovanych nahodnych cisel napfiklad Houska (2009, str. 20-26)
® Vychazi z Viriuse (2010, str. 62-66)
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jistotu, a proto je dobré jich pouZzit vice. PouZivaji se testy autokorelace hodnot,
frekvencni testy nebo tzv. poker testy.

NebezpecCi autokorelace hodnot spociva v poruseni nezavislosti po sobé
jdoucich prvkl posloupnosti vygenerovanych &isel. Testuje se shoda rozdéleni
hodnot s normalnim rozdélenim pomoci chi-kvadrat testu dobré shody, nebo se
také pouziva test Kolmogorlv-SmirniviC. Frekvenéni test ovéfuje rovnomérnost
rozdéleni hodnot s nulovou hypotézou predpokladajici shodu skuteCnych
a oCekavanych ¢etnosti v rliznych ¢astech intervalu (0,1) za pouziti chi-kvadrat
testu dobré shody. Posledni z uvedenych prikladl testovani nahodnosti Cisel,
poker testy, spociva v porovnavani ¢etnosti vyskytl rliznych vygenerovanych
¢islic v ndhodnych c¢islech (napf. pétimistnych!!) s pravdépodobnosti vyskytu

jejich jednotlivych kombinaci.

10 Vice o tomto testu napfiklad Lopes a kolektiv (2007)
11 Oznaceni ,poker* test pravé vzhledem k podobnosti karetni hry s testovanim ¢etnosti
pétimistnych Cisel.
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2. Metoda Monte Carlo

Simulacni modely se déli na deterministické a stochasticke.
Deterministické pracuji bez zavedeni nahodnych jevii do systému, zatimco
zpracovani stochastického simulacniho modelu a zaklada se pravé na zavedeni
nahodnych faktord. Proménné, které jsou faktorem nahody ovliviiovany, jsou
specifikovany svymi pravdépodobnostnimi charakteristikami, které se ziskavaji

analytickou cestou. Stru¢na ale velice vystizna definice napfiklad zni:

.Metodou Monte Carlo rozumime numerické FeSeni uloh pomoci

mnohokrat opakovanych nahodnych pokusu.“ (Houska, 2009 str. 9)

Pravé mnohonasobné opakovani nahodnych pokusl je hlavnim pilifem
této simulacni metody. Jednotlivé dil¢i pokusy o zkoumaném systému nic
zajimavého nefeknou a az vicenasobna realizace experimentu diky
pravdépodobnostnimu charakteru vysledkd simulace ustaluje hodnoty ¢iselnych
hodnot vybérovych primér ke stfednim hodnotdm a relativnich Cetnosti
k pravdépodobnostem. Na obrazku 2-1 je znazornéné zpresnovani odhadu

Ludolfova Cisla 1t se zvySujicim se poCtem opakovani experimentu.

3,25

3,20 |
18 \_/M
3,10 |
3,05 |
3,00 {

2,951

2,90 teorhbirtt bt}
0 500 1000 1500 2000

1 L

2500 3000 3500 4000 4500 5000
Obrazek 2-1 Zavislost vypoctu Ludolfova €isla na poctu opakovani
(osa x - pocet opakovani, osa y - Ludolfovo Cislo)
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Tim, Ze ndhodné jevy ovliviiuji kazdou realizaci, tak se zvétSujicim se
poctem opakovani pokusu se hodnoty zpfesriuji a jejich nepfesnosti se zmensuji.
Vysledkem modelu jsou statistické odhady — bodové nebo intervalové — s urcitou

mirou spolehlivosti.
2.1 Historie metody Monte Carlo?!?

V historickém vyvoji matematiky zaujimaji dllezité misto pocty
s pravdépodobnosti. Pravdépodobnostmi jev( rozumime relativni vyjadieni poctu
vyskytll danych jevl. K jejich vyuziti vzdy patfilo predpovidani a predikovani
v nejrliznéjSich oblastech a oborech, ve kterych se musi vice ¢i méné pocitat
s faktorem nahody. Také se da fici, Ze s pravdépodobnosti vyskytu nejrliznéjSich
jevld je spojeno riziko vyskytu jevli nezadoucich respektive jevl, které Zadouci
jsou. Nahoda predstavuije faktor, ktery ovliviiuje vyskyt danych jevl a ktery nelze
ovlivnit. Jak ale pracovat s né¢im co nemdzeme ovlivnit a co se chova dokonale
ndhodné?

Uz dfive se snazili lidé napfiklad pfi hife v kostky vypozorovat néjakou
zakonitost nebo pravidlo v tom, které Cislo kolikrat padne. Prvni priklady jakési
simulace spocivaly vtom, Ze nékdo hazel kostkou nebo minci a pocital, na kterou
sténu kostka (resp. mince) kolikrat padne. Zjistili, Ze po deseti nebo stovce hod(
(tedy po malém poctu pokusl) se jejich vysledky li§i s kazdym novym
opakovanim celého experimentu. V3imli si ale, Ze Cetnosti vyskytu dilich jevl
kolisaji kolem urcitych hodnot. Dospéli tak k tomu, Ze se zvySujicim se poctem
pokust se tyto ¢etnosti pribliZi urCitym konkrétnim hodnotam a vychyleni od nich
bude ziejmé &im dal mensi. Kdyby pocet pokusl zvySovali stale dal (teoreticky
az do nekonecna), Cetnost by se ustélila na jedné hodnoté a to na te, ktera
vzhledem k celkovému poc¢tu pokust vyjadfuje relativni ¢etnost jevu — tedy
pravdépodobnost jeho vyskytu.

V tabulce 1-1 je relativni vyjadieni Cetnosti jednotlivych hodnot, které padly

pfi hazeni kostkou, pro tfi rdzné pocéty opakovani pokusu. Je patrné, Ze pro

12 Kapitola vychazi z Fabiana a Kluibery (1998)
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zvysujici se pocet hodl se blizi relativni Cetnosti skutec¢né pravdépodobnosti

padnuti kteréhokoli Cisla — 1/6.

Tabulka 1 Vysledky hodu kostkou (zdroj: vlastni zpracovani ,hodu kostkou“ pomoci MS Excel)

HODY/HODNOTA 1 2 3 4 5 6
500 13% 14% 18% 18% 19% 17%
1000 16% 16% 19% 15% 17% 17%
5000 16% 17% 17% 17% 17% 16%

Z popsaného jednoduchého experimentu hodu kostkou je patrne, Ze
takovyto postup pro slozitéjSi ulohy je pomérné neprakticky, Casove velice
narocny a nejednoho badatele by mohl odradit od jeho dokonceni.

Pfesto pro nazornost postupu bude detailné popsano, jak takové rucni
pocitani probihalo (konkrétné pfi vypoctu Ludolfova Cisla 1t v kapitole 2.1.2).

2.1.1 Buffonova jehla'3

Jednéa se o slavnou matematickou ulohu, ktera je povaZzovana za jedno
z nejstarSich praktickych vyuZziti metody Monte Carlo, i kdyZ v té dobé tento ndzev
samoziejmé jeSté vlbec neexistoval. Nazev vznikl podle francouzského
matematika, ktery se jmenoval Georges-Louis Leclerc Comte de Buffon a ktery
se pokousel v roce 1777 odhadnout hodnotu Ludolfova ¢isla 1t 4 opakovanym
h&zenim jehly na linkovany papir, jehoz rovnobézné linky byly od sebe vSechny
vzdaleny stejné a délka jehly se této vzdalenosti také rovnala nebo byla mensi.

Priklad nékolika méalo opakovani pokusu je znazornén na obrazku 2-2.

A .'\,

"\."\

[ -

Obrazek 2-2 Buffonova jehla

13 Podkapitola o Buffonoveé lloze vychazi z Fabiana a Kluibery (1998, str. 77-80)
14 Vice o historii a podstaté Ludolfova €isla Tt popisuje Beckmann (1998)

19



Uvazujme, Ze rovnobézné linky jsou rovnobézné s osou X, jejich
vzdalenost oznaCme L a délka jehly je p. Zajima nés s jakou pravdépodobnosti
jehla kratSi, nez jsou velikosti mezer mezi pfimkami, protne nékterou z nich.

" v

Poloha jehly je ur€ena soufadnicemi bodu [d,a]:

[osdsg;osa.gn] 2.1)
Jehla protne nékterou z linek, pokud bude platit:
d < % * sin a (2.2)
L
2
Oblast
priznivych
vysledku
vymezena
nerovnosti
d Sﬁ-sin .

Tt

Obrazek 2-3 Hustota pravdépodobnosti protnuti nékteré linky

Na zakladé geometrické definice pravdépodobnostit® vyjadiime
pravdépodobnost protnuti nékteré z linek jehlou jako:

e
—-sinada P [_ Piriad
L L-m
2

2 2

15 Vice k tomuto tématu napfiklad na strankach Univerzity Karlovy v Praze
(http://moodle.Ifhk.cuni.cz/moodle2/mod/book/view.php?id=2122&chapterid=478)
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Pravdépodobnost P mizZeme odhadnout z empiricky ziskanych dat
metodou Monte Carlo (M — pocCet jehel protingjicich linky, N — pocet vSech

nahodné hozenych jehel):

P== (2.4)

Ze vztah( 2.3 a 2.4 uz je snadné odvodit vzorec pro odhad hodnoty
Ludolfova Cisla Tt:

__ 2pxN

T LM

(2.5)

Pfi mnohonasobném opakovani pokusu (¢im vice hodd jehlou, tim Iépe)
se bude hodnota m, vypocitana z jejiho vztahu k pravdépodobnosti protnuti
nékteré linky, pfiblizovat skutecné hodnoté 1t (sam G. Buffon doSel k priblizné
hodnoté 3,1415).

2.1.2 Vypocet Ludolfova Cisla pomoci ,,hrachu*

ZpUsob vypodtu Ludolfova ¢isla 1 pomoci Buffonovy jehly metodou Monte
Carlo neni jediny, proto zde bude naznacen jesté trochu ndzornéjsi postup, jak
se analogicky pomoci stejné metody da hodnota 1 vypocitat.

Zakladem je Ctverec s vepsanou kruZznici, na ktery se ndhodné hazi néjaky
maly pfedmét (napf. zrnka hrachu). Zaznamenava se, jestli zrnko padlo do
Ctverce a zéroven jestli padlo do prostoru vepsané kruznice.

Predstavme si tedy podloZku s obrysem Ctverce a jemu vepsané kruznice,
na kterou jsou nadhodné hazena zrnka hrachu. Pro co nejvétSi jednoduchost
vypocltu se pfedpoklada, Ze kruznice je jednotkova (r = 1), Ctverec méa délku
strany a = 2 a at bude zrnko hozeno jakkoli, vzdy padne do prostoru Ctverce.
Pravdépodobnost, Ze zrnko hrachu padne do prostoru kruznice je dana pomérem
ploch jednotkové kruznice a Ctverce. Cely postup odvozeni Ludolfova Cisla

z uvedeného vztahu by se dal rozepsat nasledujicim zptisobem:

Povrch ¢tverce: Si=a“=4 (2.6)

Povrch kruznice: S, =nr T (2.7)
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Pravdépodobnost dopadu zrnka do kruznice se rovna poméru povrchu kruznice
a Ctverce:
P(dopad zrnka do kruznice) = /4 (2.8)

Pravdépodobnost dopadu zrnka do kruznice se odhadne z poméru zrnek, ktera
béhem realizace pokusu padla do prostoru kruznice a vSech zrnek ve cCtverci
(tedy relativni Cetnosti zrnek v kruznici):

P=M/N (2.9)
Vyjadfenim 1t ze vztahu (2.8), kdyZ se vypocita pravdépodobnost po dosazeni
ziskanych Getnosti do vzorce (2.9), Ize Ludolfovo &islo 1t vyjadit jako:

m=P=x4 (2.10)

Pouzita oznaceni:

S1 — povrch &tverce, S2 — povrch kruznice, a — délka strany Ctverce,
r — polomér kruznice, P — pravdépodobnost jevu uvedeného v zavorce, M — pocet
zrnek v kruznici, N — pocCet zrnek ve Ctverci (celkovy pocet zrnek pfi pfedpokladu,
Ze 74dné nedopadlo mimo vymezenou plochu ¢tverce).

Vysledny pomér vSech zrnek ve cCtverci a zrnek uvnitf kruznice
vynasobeny &tyfmi tedy dava hodnotu cCisla 1. Pfiklad vysledného rozlozZeni

hrachu na podloZce je zndzornén na obrazku 2-4.

PP P LT NP e T

¢S
i ey

Ay ot

e

Obrazek 2-4 Mozné rozlozeni zrnek hrachu
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2.1.3 Plvod nazvu metody - Monte Carlo

Postup fesSenti, kdy se zjiStuji ¢etnosti vyskytu jevil tim, Ze se provadi velky
pocet stejnych pokust a z jejich vysledkll potom vyvozujeme néjaké zavéry, uz
je urcéitym druhem simulace. Tato simulace mUlze byt nazvana ,simulaci historie
Zivota® (Fabian, a dalSi, 1998 stranky 13-14). Toto oznaceni je dost vystizné,
protoZe z néj je patrné, jak simulace probiha — simulujeme budouci pribéh jevu,
ktery je pak zpétné analyzovan a popisovan prostfedky popisné a matematické
statistiky. Jak tedy vznikl na prvni pohled nelogicky nazev, v némz je nazev
mésta, které je spojovano s hazardem? Samotné oznaceni vzniklo pravé diky

asociaci metody s hazardnimi hrami.

»Védecti pracovnici John von Neumann a Stanislav Ulam ze Spojenych
statd americkych zkoumali v obdobi druhé svétové valky chovani neutron(
a moznosti jejich pronikani rlznymi latkami. Narazili na problém, jak urgit
procento neutrond v urcité sprsce, ktera pronikne napfiklad nadrzi vody urcitych
rozmér(“ (Fabian, a dalsi, 1998 str. 13).

Znali nejriznéjsi Gdaje k jednotlivym prvkiim (primérné ztraty energie
neutronu pfi srdzce s jinym neutronem apod.) a presto nedokazali nijak
predikovat budouci chovani neutronu a tfeba jiz zminovanou pravdépodobnost
priniku prekazkou. Zaméfili se tedy na teoretické modelovani celého problému
a vyuzili analogickych pravdépodobnosti s kolem rulety. Ackoli popis fyzikalniho
vyuziti metody Monte Carlo se zaméfenim této prace pfiliS nesouvisi, naznak
feSeni jejich problému s chovanim neutronu, jak jej popisuji Fabian a Kluiber

(1998, str. 14) je uveden kvdli souvislosti se vznikem nazvu metody.

.,Pomoci této metody (metody historie Zivota — pozn. autora prace) bylo
mozné predpovédét trajektorii kazdého neutronu daného svazku. Simulace
pohybu neutrond ,putujicich“ ve vodé a ndhodné se srazejicich s atomy vodiku
a kysliku vypadala nasledovné: je napfiklad znamo, Ze nahodny jev — neutron pfi

srazce s atomem vodiku bude timto atomem pohlcen — nastane prdmérné
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v jednom ze sta mozZnych pfipadd. Pro vytyéeni trasy pohybu neutronu se rozto¢i
kolo rulety rozdélené na sto dilkd, z nichZz pouze jeden je odlisné& vyznaceny
a oznacuje ,pohlceni neutronu atomem vodiku“. Jestlize se kolo rulety zastavi
pravé na tomto dilku, oznacuje ,konec Zivota“ neutronu. V opac¢ném pfipadé se
zjisti pomoci jiného kola rulety smér a rychlost neutronu po srazce. Potom pomoci
dalSiho kola rulety se rovnéz nahodné urci, jakou trajektorii probéhne neutron,

nez nastane dalSi srdZka bud s atomem vodiku €i kysliku, atd.”

Simulaci provadéli tak dlouho, dokud nedosli k pohlceni neutronu nebo
k jeho prdniku nadrzi s vodou. Autofi této metody nasledné zavedli oznaceni
metoda Monte Carlo prave diky aplikaci kol rulety, ktera jsou pro toto monacké

meésto tolik typicka.

2.1.4 Sifeni aplikace metody Monte Carlo

Je zfejmé, Ze narocnost celého vySe popsaného problému je velika
a simulace vyZaduje obrovské mnoZstvi neutronll (fadové desetitisice az
statisice), pro které se provadi. Takovato simulace teoreticky k vysledku vede,
ale jeji rucni provedeni, zapisovani vysledklli a kone¢né hodnoceni by stalo
nemalé usili a Cas.

Simulaéni metoda Monte Carlo byla plvodné vymyslena a slouzila fyzikiim
ke zkoumani systém( ¢astic (viz kapitola 3.1), nicméné brzy nasla své uplatnéni
i v.ekonomii, biologii nebo tfeba v ekonometrii (feSeni optimaliza¢nich uloh).

Velky pokrok a zvySeni popularity této simulacni metody pfiSel s vyvojem
a zdokonalovanim vypocetni techniky, kterd umoznuje pocCty s pravdépodobnosti
umoznuji nejen pracovat s velkym mnozstvim dat najednou mnohem rychleji
a pfehledngji, ale soucasné jsou schopné pro vypocty generovat nahodna (resp.
pseudonahodnd) Cisla pro zadané parametry, a tak celou simulaci Monte Carlo
provést automaticky. Hlavni vyuziti téchto technologii je pravé v oblastech

matematiky a tim i matematické statistiky respektive pravdépodobnosti. Prave
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pocty s pravdépodobnostmi umoziuji pfedvidat a predikovat vyskyty rliznych

jevl a simulovat pribéh historie Zivota né&jaké udalosti.

2.2 Vyhody a nevyhody metody'®

Mezi vyhody metody Monte Carlo patfi v prvni fadé moznost zahrnout do
modelu vice ndhodnych proménnych, které se mohou pfipadné ménit v zavislosti
na €ase, mohou podléhat rliznym nahodnym ruSivym vlivim nebo mohou byt
propojeny s jinymi dil¢imi modely. Jednoduchost pouziti této metody ve srovnani
s vyznamem jejich vysledk( déla z této metody velice popularni a vyuzivanou
moznost fe$eni simulacnich modeld.

Nevyhodou obecné vSech simula¢nich modelli je, Ze kvalita celé simulace
spociva v presnosti a korektnosti zakladnich pfedpokladl. Nejrizikovéjsi ¢asti je
tedy samotnd priprava simulacniho modelu, ktera je zaloZzena na subjektivnich
rozhodnutich zadavatele. Pfi simulaci metodou Monte Carlo ma navic vliv to, Ze
se jedna o metodu zaloZenou na teorii pravdépodobnosti a dalSich statistickych
principech, tudiz vSechny ziskané vysledky maji vzdy omezenou presnost
a spolehlivost (vic nez v deterministickych modelech, kde je chyba pouze
disledkem zjednodu$eni realného systému). Pravdépodobnostni rozdéleni
proménnych, typy zavislosti mezi proménnymi, dlleZitost vybranych
a zanedbanych vlivii a samotny vybé&r metody zpracovani nam pfi chybné

pfipraveé od zacCatku davaji nevyznamné a chybné vystupy.

16 Kapitola shrnuti vyhod a nevyhod metody Monte Carlo vychazi z Poloucka (2006)
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3. Vyuziti metody Monte Carlo!’

Obecné Ize fici, Ze moznost vyuzit metodu Monte Carlo mame vSude tam,
kde je mozné nalézt feSeni problému pomoci mnohokrat opakovanych
nahodnych pokusid. MoZnost pouziti metody Monte Carlo je v mnoha rdznych
oborech. Pracuje se s ni ve vyzkumu polovodi¢l k modelovani pfenosu nabitych
¢astic (podobné jako pfi zkoumani priichodu neutrond sklenénou deskou, které
je popsano v kapitole 3.1.1), pfi zkoumani znecisténi zivotniho prostredi nebo
tfeba pfi patracich a zachrannych cinnostech (simuluje se nahodny pohyb

zachrannych ¢lun(, Sifeni ropné skvrny atd.).

3.1 Vyuziti ve fyzice

Zjistovani vlastnosti celého systému na zakladé velkého mnozstvi dil€ich
mikroGastic se zabyva tzv. statisticka fyzika!8, ktera vlastnosti atom( a molekul
zobecnuje na makroskopicky systém napfiklad na vzorek kapaliny. Je to stejné
jako kdyz zjiStujeme v socialni statistice vlastnosti a udaje o ,mikro¢astech”
(napft. o jednotlivych respondentech) a z nich potom usuzujeme na vlastnosti celé
spolecnosti. Ve fyzice se simulace metodou Monte Carlo, podobné jako simulace
molekularni dynamiky, vyuzivd k témto pseudoexperimentiim, kvdli Casté
neproveditelnosti realnych experimentd, vysokym nakladiim na jejich realizaci
nebo v neposledni fadé jejich nebezpecnosti (simulace explozi).

Ve fyzice rozliSujeme rlzné statistické soubory pro simulaci (at uz
simulace probihd metodou Monte Carlo nebo metodou molekularni dynamiky).
Jednim z hlavnich kritérii je, zda systém popisujeme klasickou nebo kvantovou
mechanikou. Simulace klasickych modell je technicky i koncepéné mnohem
jednodussSi a navic je mozné v nich pracovat s vétSim rozsahem souboru nez
u kvantovych modell. Déale stejné jako v ostatnich oblastech uplatnéni
simulacnich metod rozdélujeme modely na diskrétni a spojité (podle charakteru

promeénnych urcujicich soufadnice ve fyzikalnim prostoru — napf. v kartézske

17 Kapitola vychazi zejména z Fabiana a Kluibera (1998)
18 Vice k fyzikalni discipliné ,statisticka fyzika“ ve skriptech od Varadyho (2007)
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soustavé soufadnic). Ve fyzice se navic, napfiklad oproti simulacim v ekonomii,
jesté setkhvame se zavislosti efektivnosti simulace na termodynamickych
vlastnostech latek, ¢imz je narocnost téchto simulaci mnohem vétsi a tim i jejich

chybovost a moZné nepresnosti ziskanych vysledkd.

3.1.1 Simulace prichodu neutronu deskou

Simulace prliichodu neutrontl sklenénou deskou je ve fyzice povazovana
za typicky pfiklad vyuziti metody Monte Carlo. Je dllezZité co nejpfesnéji
charakterizovat vlastnosti neutronu (délka doletu volného neutronu,
mikroskopicky priifez atomu a makroskopicky prifez desky)'® a az po té mizeme
pristoupit k vlastnimu feSeni. Napfiklad hlavni pfedpoklady by v tomto pfipadé
byly stejna pocatecni energie vSech vysilanych neutrond, pruznost jejich srazek
(odrazem od desky neutron neztraci Zzadnou energii) a izotropni prostfedi (neboli
pravdépodobnost odchyleni neutronu od riiznych smér( je stejna).

JednoduSe feCeno se vysilaji neutrony kolmo na desku, pocitame
neutrony odrazené, pohlcené a ty, které deskou prosly. Vysledna pozice
neutronu zavisi na tom, co se s nim déje uvnitf desky, coz ndm simuluji zavedené
nadhodné veli€iny — pohlceni (resp. odraz) pfi sraZce s jinou Castici a smér odrazu.
Po provedeni potfebného poc¢tu opakovani mizeme uréit pravdépodobnosti
vSech tfi moznych vysledkl pokusu, nasledné je interpretovat a vyvozovat zavéry
platné pro cely systém.

Ve fyzice se metoda Monte Carlo vyuzivd v rlznych podoborech.
Napfiklad v chemické fyzice se jeji pomoci feSi problematika sestaveni rovnice
modelového plynu.?® V pocitacové grafice se vyuziva tzv. metoda Quasi Monte
Carlo pfi renderovani 2t ve 3D modelech. Slouzi k vytvareni odrazli svétla od
rGznych ploch, pficemz simulaéni metody Monte Carlo se vyuziva k ndhodnému

generovani téchto odrazu.

19 Podrobna charakteristika a vysvétleni pojmé na str. 120-125 Fabiana a Kluibery (1998)

20 Vice v publikovaném clanku Malijevského a spol. (1995)

21 Z anglického ,rendering“. Renderovani je proces v pocitacové grafice, pfi némz ze zadanych
dat vznika cilovy obraz.”
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3.2 Vyuziti v matematice?®?

V oblasti ,kralovny véd“ se da metoda Monte Carlo vyuzit pfi vypoctu
urCitych jednoduchych i sloZenych integralll, pfi feSeni systému linearnich
algebraickych rovnic, pfi hledani kofend rovnic nebo k feSeni parcialnich
diferencialnich rovnic. Déale budou uvedeny nékteré z téchto moZznosti vyuZiti

metody v matematice.

3.2.1 Vypocet urcitého integralu

Jednim z moznych vyuZiti metody Monte Carlo je vypocCet urcitych
integrald. Pro vétsi nazornost a pro jednoduchost bude popsan postup vypoctu
integrélu jedné proménneé.

Kfivku predepsanou funkci dané proménné ohraniCime obdélnikem
tvofenym Ctyfmi body tak, aby cela kfivka byla timto obdélnikem ohranicena
a aby hrany obdélniku byly rovnobézné s osami souradnic. Nyni budeme
nahodné generovat body lezici v tomto obdélniku a az jich budeme mit
dostate¢né mnozstvi, vypocitame pomér poctu bodl pod kfivkou k celkovému
poctu generovanych bodd (podobné jako pfi vypoétu Ludolfova &isla). Kdyz
vynasobime obsah obdélniku a relativni vyjadreni pocétu bodl pod krivkou,
dostaneme odhad hodnoty povrchu plochy ¢asti obdélniku pod kfivkou a tim
odhad urcitého integralu. Vygenerované hodnoty pro vypocet urcitého integralu

jsou na obrazku 3-1 (pocet bod( neni dostatecny, jde pouze o nazornou ukazku).

YD [+

3.5 4
3 4 .

251 * .
2] .

1.5 1
1 -

0.5 . . *

0 B
%0,511,522,533.‘544.5 5 X

Obrazek 3-1 Priklad vygenerovanych bod( pfi vypod&tu uréitého integralu

22 Kapitola vychazi z Viriuse (2010, str. 75-101), kde je podrobné popsano vyuziti metody Monte
Carlo pri vypoctu integrall jednoduchych i vicerozmérnych.
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3.2.2 Re3eni systému linearnich algebraickych rovnic?

Metodu Monte Carlo miiZzeme vyuzit také pro vyfeSeni systému linearnich
algebraickych rovnic. Postup a priib&h tohoto feSeni je dobie popsan na prikladu
dvou rovnic o dvou neznamych se zahrnutim podminky jediného feSeni v kapitole
na to zamérené - Virius na str. 106-115. VyuZiti této metody se pro svoji
naro€nost vyplati hlavné pro sloZitéjSi soustavy s vysokym po¢tem proménnych.
Metoda vyuziva pfi feSeni soustav tzv. Markovovy fetézce?* s konecnym pocétem

stavd.

3.3 DalSsi vyuziti a aplikace®

Jedno ze zajimavych a velice atraktivnich uplatnéni metody Monte Carlo
je v hazardnich hrach. Casto v nich jde o nemalé penize a pfesto je jejich pribéh
pouhou souhrou nahod?®. Napriklad obycejné hazeni kostkou, které snadno
popiSeme pomoci principl teorie pravdépodobnosti, je zalozeno na nahodnych
jevech. Privlastek hazardni se pouZziva, protoZe s hrami zaloZzenymi na ndhodé
byva spojeno sazeni financnich prostiedkd na oc¢ekavané vysledky. Hra v kostky,
ruleta ale i karetni hry jako poker nebo bridZz se mezi tyto hry fadi.

Jediné, s ¢im pfi nich mizZeme pracovat, jsou pravdépodobnostni
a statistické postupy k predpovédi vysledkl. Existuji proto hraci, ktefi zakladaji
své herni strategie pouze na neustalém sledovani pribéhu hry a pribéznym
prepocitavanim jejich Sanci na vyhru. Tento obtizny pfistup vyZaduje velké
soustfedéni, a proto se ujalo oznaceni takovych her jako hazardni?’. Postupem
Casu se oznaceni ,hazardni hra“ rozSifilo na vSechny hry, ve kterych je vliv
nahody silné ovliviujicim faktorem. Rozmach hazardnich her v XVI. stoleti vedl

pozdeéji ke zrodu a velkému vyvoiji teorie pravdépodobnosti jako takove.

23 Vice o Markovovych fetézcich a feSeni systému linearnich algebraickych rovnic uvadi
napftiklad Virius (2010, str. 102-138)

24 Markovovy fetézce jsou fetézce stavil s Markovskou vlastnosti, coZ znamena, Ze budouci
hodnota nezélezi na pfedchozim vyvoji ndhodné veli€iny, ale pouze na pfimo predeslé hodnoté.
25 Kapitola vychazi z Fabiana a Kluibera (1998, str. 116-118)

26 Nebereme v potaz pripady, kdy majitelé heren a jini provozovatelé s priibéhem hazardnich
her manipuluji (nevyvazené hraci kostky, pro majitele vyhodné nastaveni hernich automatt aj).
271 Z arabského slova ,hazard“ = obtizny, nesnadny

29



3.4  Vyuziti ve financich a pojiStovnictvi?®

Metoda Monte Carlo nejen testuje a ovéruje teorie nebo noveé vymyslené
realné systémy, ale jedna se o oblibeny prvek i co se tyka pfedpovédi a predikci
budouciho pribéhu jevi?®, ke kterym existuje dostatek napozorovanych realnych
dat. Ve financich se odhaduje budouci priibéh napfiklad ménového kurzu. Pravé
v oblasti ekonomiky pomahéa tato metoda pfi ocenovani opci, investic i jinych
finanénich derivatl a pro rlizna dalsi hospodarska rozhodovani. Velké uplatnéni
se rozvinulo v oblasti analyzy a fizeni rizika, kde jsou ziskavané vysledky
presné&jSi nez za pouZziti jinych metod.

Pravé tzv. metoda ,Value at risk”, ktera je pfi fizeni rizika velice Casto
pouzivana, bude predmeétem praktické Casti této prace. Hlavni vyhoda a tim
i divod vyuziti této metody spocivAd v moznosti simulovat pribéh rliznych
rozhodovani a porovnavat jejich vysledky. Mezi nejvétsi nevyhody naopak patfi
pracnost metody, nepfedvidatelnost zahrnutych faktorl a riziko nezahrnuti

vyznamného neCekaného a tfeba i nového faktoru.

28 Kapitola vychazi z Poloucka (2006)
29 Typickym uplatnénim metody Monte Carlo pfi tvorbé& odhadu budouciho vyvoje je (mimo jiné)
pfi pfedpovidani pocasi.
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4. Prakticka cast

Banky a jiné financ¢ni instituce pracuji s mirou rizika pfi svych transakcich,
obchodech a jinych aktivithich - banky s mnohem vétSimi objemy aktiv
a prostredkl nez kdokoli jiny. Pravé v této oblasti se vyzkumu a vyvoji metod
predpovidajicich miru rizika dostava nejvétSi pozornosti a vyuZziti, protoze
jakékoli obchodovani na finan¢nich a kapitalovych trzich je ziskové pouze tehdy,
kdyz je obchodnik ochoten urcité riziko podstoupit (jak fika Ceské réeni ,bez risku
neni zisku“). Banky pracuiji s rizikem avérovym, trznim, strukturalnim, provoznim,
likvidnim a mnoha dalSimi, pficemz vSechny pro né mohou mit katastrofické
a existencni nasledky.

Rizeni rizik je nastroj snazici se o co nejpfesnéjsi odhad miry rizika a jeho
pfipadné dopady. S jeho pomoci se hledaji moznosti minimalizace financnich
rizik. Mimo to také vyuZivaji banky tento nastroj k ocenovani transakci, do nichz
vstupuji nebo vstoupit chtéji. Pocitani miry rizika a jeho minimalizace jsou

didlezité, aby transakce nemohly ohrozit samotnou existenci firmy nebo banky.

4.1 Postup fizeni rizika

K urCeni miry rizika se pouzivaji rizné charakteristiky, protoze nas mize
zajimat nahodnost rizikovych faktord nebo jeho konkrétni vycisleni.
Pravdépodobnostni modely se tvofi do budoucnosti, pfiemz vychazi
z historickych Gdaji (pokud néjaké mame) a statistického odhadu dal$iho vyvoje.
Nasledujici popis postupu urCovani a fizeni rizika vychazi z obecného
simula¢niho modelu (ktery byl popsan v prvni kapitole této prace).

V prvni fadé se musi riziko identifikovat (kde vznikd a co ovliviiuje)
s naslednym stanovenim cile, kterého chceme doséhnout (konkrétni zjiStovana
mira rizika, pfesnost odhadu a podobné). Nasledné se aplikuje néktera z metod
meéreni respektive odhadu rizika. Jakmile mame riziko popsané a priblizné
znamé, prichazi na fadu hledani zplsobu jeho minimalizace a omezeni.
Nasledné zjiStujeme a zaznamenavame skutecné riziko, které vzniklo,
a porovnavame ho s odhadnutym. To nam dodatecné umoziuje odhad

zpfesnovat, popripadé zkusit vytvorit novy odhad (nova definice modelu).
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UrCovani a minimalizace rizika mély dfive za cil hlavné pfipravit banku na
mozné ztraty, ale v dneSni dobé se podobné odhaduje i vynosnost investic
a ostatnich operaci banky. Banky potom hledaji co nejvhodnéjsi pomér mezi
ztratovosti a vynosnosti svych aktivit.

Nejvice zkoumané je riziko trzni, které se podle Sekerky (1998) déale déli
na ménove, urokové, akciové a komoditni. Tato rizika se sleduji kazdy den
a neustéale se prepocitavaji mozné dopady zmény nékterého nebo vice trznich
parametrll (ménovy kurz, Grokova mira atp.). Strukturaini rizika nejsou tak
dynamicka, a proto ma cenu je bilancovat v delSich ¢asovych horizontech.
Vyplyvaji z celkové struktury bilance banky a sleduji se spiSe jejich trendy

a zmeény nez jejich presné odhady.

4.2 Value-At-Risk

Zavérecna cast této prace se zabyva standardnim méfenim trzniho rizika
a to pomoci miry Value-At-Risk (dale bude pouzivana zkratka VAR). Vychazi
zZ historickych dat, ze kterych se vytvofi podklady pro model. Simuluje se poté do
budoucnosti pomoci metody zaloZené na simulaci Monte Carlo. VAR se vztahuje
obecné k variabilité hodnoty ur€itého portfolia v budoucnosti. Obecné se hodnota
VAR da pocitat vice zplsoby3°. Tato prace se zaméfuje na pouziti simulace
Monte Carlo ve srovnani s historickou simulaci.

,Hodnota VAR je definovana jako maximalni ztrata, kterou vlastnik
portfolia mdze utrpét a to pro stanoveny casovy horizont a spolehlivost.*
(Boleslav, 2009)

Stanovena spolehlivost odhadnuté ztraty vyjadfuje, s jakou
pravdépodobnosti nebude ztrata vysSi nez hodnota VAR béhem daného
c¢asoveého horizontu. Pro spolehlivost 95 % a horizont 7 dni vyslednou hodnotu

VAR interpretujeme: ,Ztrdta béhem pfistiho tydne budu vy3Si nez VAR

s pravdépodobnosti 5 %".

30 Vice napfriklad Jorion (2001)
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Kromé informaci o maximalni mozné ztraté portfolia béhem dané doby

a s danou pravdépodobnosti slouzi VAR podle Joriona (2001) také pfi:

Informacnim reportingu — poskytuje informace o riziku managementu
i akcionarim,

Alokaci zdrojii — stanoveni limitll pozic a alokace omezenych kapitalovych
zdroj(,

Stanoveni kapitalového pozadavku — stanoveni pozadované minimalni

arovné kapitalu vzhledem K riziku.

Grafické zobrazeni VAR se z&kladnim popisem je na obrazku 4-1.:

gl [ | | ) | 1 1 ] [

Q | | Linka vyznacuje na

_g- horizontalni ose Krivka predstavuje funkci

o [ | 5% hodnotu v riziku hustoty pravdépodobnosti

"8 [ | (Value at Risk). - hypotetickych ziski a ztrat.
&l =l 1T ' I Vychazi z predpokladu |
% i Normaélniho rozdéleni

= pravdépodobnosti.

S

o,

PIna oblast grafu vievo Modra oblast vpravo

od linky predstavuje od linky predstavuje

|~ | 59 celkové plochy 95 % celkové plochy

" | pod kfivkou. pod kiivkou.

TN e T
hodnota portfolia

Obrazek 4-1 Value at risk

4.2.1 Cenovy index prazské burzy - Index PX

Nez prikro¢ime ke konkrétnim vypoc¢tim VAR, budou zde popsana data,
se kterymi budeme pracovat. ProtoZze domaci i svétové burzy informuji o vyvoji

akciového trhu pomoci indext, byl vybran k vypoctu VAR index prazské burzy.
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Jndexy jsou vyuzivany jako ukazatele vyvoje akciového trhu, na jejichz
zakladé mlzZeme sledovat nejen aktualni vyvoj Casti nebo celého trhu, ale
i dlouhodobéjsi tendence (trend). MiZeme urdit, v jakém stadiu se trh nachazi
nyni, a odhadovat, jakym smérem se bude ubirat v budoucnu. Pokud se
investovanim nezabyvame profesionalné a svéfili jsme spravu svého portfolia
osobnimu makléfi, miZzeme na zakladé pohybu indexu zjistit, jak byl ve svych
investi¢nich rozhodnutich Uspésny. Pokud se mu podafilo index prekonat, byla
investice zvolena dobfe. Index tedy slouzi k porovnani konkrétni investice

s vyvojem daného trhu.“ (FinExpert.cz)3!

Cenoveé indexy neberou v Uvahu trzni hodnotu spolecCnosti, ale pouze
aktualni cenu akcie. ZvySovani ceny nékteré akcie z portfolia (za predpokladu
prazskeé burzy patfi index PX.

Jndex PX je oficialnim cenovym indexem Burzy cennych papirli Praha,
a.s. Prvni vypocCet indexu PX se uskutecnil 20. 3. 2006, kdy se stal nastupcem
index(l PX-50 a PX-D.“ Cenovy index PX nezahrnuje dividendové vynosy®2.

Pro vypocty a praci s timto indexem budou pouzita data od 7. zafi roku
1993 do 14. kvétna 2014. Index PX pfi svém vzniku spojité navazal na index
PX-50 a je tedy relevantni tyto dvé fady spojit. Vychozim dnem vypoctu obou
indexl je 5. duben 1994, kdy byla nastavena vychozi hodnota indexu
1000,0 bodu.

Plivodné obsahovala baze indexu 50 emisi, ale od roku 2001 se velikost
baze stala variabilni. Emise zahrnuté v bazi musi byt zplsobilé a musi spliovat
urcita kritéria pro zarazeni dobfe popsana napriklad v oficialni publikaci Burzy
cennych papirli Praha. Baze indexu se pravidelné aktualizuje (v souc¢asné dobé

Ctvrtletné). Sou€asné baze indexu je shrnuta v pfiloze 2.

31 Adresa ¢lanku: http://finexpert.e15.cz/?article=4689
32 Oficialni index PraZské burzy cennych papird, ktery zahrnuje dividendové vynosy, se
oznacuje jako index PX-TR a z indexu PX vychazi.
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Pohyby samotného indexu reflektuji kazdou zménu kurzu kterékoli
z bazickych emisi. Pfi vypoctech se pracuje s kurzy v okamziku uzavieni burzy,
které jsou stanoveny na zakladé posledni zmény kurzu jakékoliv emise z baze
indexu. Tuto skuteCnost Ize interpretovat jako vypocCet VAR pro index mezi
koncem jednoho obchodovaciho dne a zaCatkem druhého. Tato hodnota VAR

udava nasi miru rizika pro pristi den. Index PX se podle oficidlnich zdroji pocita

podle vzorces3:
N(5)
>4, p;(1)x FF, x RF,

PX (t) = Base Value x == x AF (1) (4.1)
Start cap.

Start. Cap. - poCéatecni kapitalizace k 5. dubnu 1994 (379 786 853 620,-- K¢)
Base value - vychozi hodnota vypoctu (1000,0)

AF(t) - koeficient zfetézeni, neboli zohlednéni zmény provedené v bazi indexu

(pro vychozi den 1,00)

gi - pocet cennych papir( i-té bazické emise indexu
pi - kurz i-té emise indexu

FFi - podil volné obchodovatelnych akcii

RF; - redukcni faktor

a N(t) - pocet bazickych emisi v indexu v Case t

Kompletni pfehled historickych dat indexu stazenych z webu prazské

burzy cennych papirll (www.bcpp.cz) je v pfiloze 3 s vyjadienim zmén indexu

mezi jednotlivymi dny.

33 podrobné&jsi popis viz. ,Pravidla pro vypocet indexti PX a PX-TR Burzy cennych papir(
Praha“ z oficialniho webu prazské burzy.
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4.2.2 VypocCet VAR

»Zakladni metody vypoctu VAR je mozno rozdélit do tfi zakladnich skupin:
jednd se o parametrickou metodu (metoda variance a kovariance,
resp. analytickd metoda), metodu empirické distribuce (historicka simulace)

a simulaci Monte Carlo.“ (Poloucek, 2006 str. 323).

Metod pro vypocet VAR je velké mnozstvi, pficemz nejCastéji pouzivanymi
jsou simulac¢ni metody - historick& simulace a simulace Monte Carlo. Pro obé
metody je hlavni nevyhodou predpoklad nezavislého rozdéleni prirdstkl trznich
sazeb.

Vyhodou metody Monte Carlo oproti historické simulaci je snadné zvySeni
poctu scénarll zahrnutych do odhadu. HistorickA simulace pracuje pouze
s dostupnymi daty, v nichZ se delSi Casové fady obtiznegji ziskavaji — pokud jsou
vlibec k dispozici. Existuji i jiné techniky vypoétu VAR3. Pfikladem analytického
zplsobu feSeni je metoda delta, kterd je zaloZena na pouziti prvniho ¢lenu
Taylorova rozvoje.

Historicka simulace funguje tak, Ze na zakladé historickych dat se
vypocitaji zmény hodnoty portfolia a z nich se vycleni pfislusny kvantil — to je poté
povaZzovano za hodnotu VAR. Pro pfipad portfolia popsaného indexem PX se
vypocita historickou simulaci hodnota VAR nasledovné.

Z dat, ktera mame k dispozici o historickém vyvoji indexu PX3° vypocteme
zmény mezi jednotlivymi dny a sefadime tyto zmény od nejmensi po nejvetsi.
Nejmensi budou mit zdporné hodnoty, pfi€emzZ znaménko minus znaci ztratu
(snizeni indexu). Z takto usporadanych historickych dat uz neni problém urcit
hodnotu VAR.

Dejme tomu, Ze chceme znat 5% kvantil rozdéleni zisku indexu

(nejcastéjSi mira spolehlivosti je pravé 95 %). Vezmeme tedy tolikatou hodnotu

34 Napfriklad zde: http://www.moneco.cz/index.asp?action=s_m_var
35 Viz pfiloha 3
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ze vzestupné serazené rady, kterd vSechny hodnoty rozdéli v poméru 5 : 95.
Pocet hodnot pfed vybranou hodnotou tedy musi tvofit 5 % celé fady.

V naSem pfipadé mame k dispozici 5022 historickych hodnot, takze nas

zajim& hodnota 251. nejmenSi pfi vzestupném sefazeni.

Pocet pozorovani (historickych): n = 5022
Kvantil: p=5%
Pozice hodnoty odpovidajici kvantilu p: X =n*p =251

VAR urCena pomoci historické simulace: VAR =-19,2

Mame denni data, takZze vypocCtena VAR nam fika, Ze nasledujici den je
5% pravdépodobnost, Ze index se snizi o vice nez 19,2 bodu. Na obrazku 4-1
je znazornéno rozdeéleni rlstu ¢i poklesu indexu se zvyraznénim hledaného 5%
kvantilu.

Na zobrazeném grafu na obrazku 4-2 vodorovna osa x predstavuje
velikost zmény indexu a svisla osa y Cetnost velikosti zmén indexu pro stejné
Siroké intervaly. Je patrné, Ze v tésném okoli stfedni hodnoty se vyskytuji zmény
nejvice a extrémni zmény jsou Cetn&jsi méné a méné. Cetnosti v grafu jsou

uvedené v tabulce v pfiloze 4.

1zo0

VAR =-19,2
5% <=1 95%

-72,5 -67.5 -61,5 57,5 -52,5 -47.,5 42,5 -375 32,5 -27.5-23,5 175125 -5 25 35 75 15 175 22,5 275 325 375 425 475 525 575 B2.5 675 ViS5

Obrazek 4-2 Graf rozdéleni zmén indexu PX
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Pomoci programu SPSS3% byl zjistén predpis normalniho rozdéleni
(kterému rozdéleni hodnot odpovida — napfiklad podle grafu) zmén indexu mezi
jednotlivymi dny®’. Na zakladé takto zjisténych parametrl rozdéleni mizeme

pouzit simulaci Monte Carlo a spocitat VAR touto metodou.

Simulace se sklada z nasledujicich krokd, jak uvadi Jorion (2001):

1. Vybér stochastického procesu a definovani parametr(

2. Generovani pseudonahodnych hodnot proménnych, ze kterych se
ceny pocitaji

3. Vypocet hodnoty portfolia pro danou iteraci

4. Opakovani krokl 2 a 3 tolikrat, kolikrat je potfeba (viz kapitola

o vhodném poctu opakovani) — pocCet opakovani simulace

Po skonceni celého procesu je k dispozici dostatek informaci o rozdéleni
hodnot a miZe se podobné jako pfi historické simulaci urcit kvantil odpovidajici
zadané spolehlivosti.

Zahrnuti nahodného faktoru pfi pouziti metody Monte Carlo oproti
historické simulaci je vyhodné jen tehdy, pokud je spinén pfedpoklad normality
statistického rozdéleni proménné (vysledek testu z programu SPSS v pfiloze 5).
Pro jednodussi a méné rozséahla portfolia proto staci pouzit historickou simulaci,
ktera je citlivd hlavné na délku historické fady hodnot, se kterou se pracuje.

V pfipadé zpracovani simulace pomoci programu MS Excel (u takovéto
jednodudsi neni tfeba pouZivat specialni software) je postup vypoctu VAR
nasledujici.

V prvnim sloupci generujeme nahodna Cisla generatorem, ktery je
soucasti programu a to funkci ,NAHCISLO()*. Tato funkce nam generuje Cisla

normalniho rozdéleni v intervalu (0, 1).

36 IBM SPSS Statistics 20 je statisticky a analyticky software vhodny pfedevsSim pro tvorbu
predpoveédi (vice na webu http://www-01.ibm.com/software/cz/analytics/spss/)
87 Vystup testu viz pfiloha 5
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Tyto hodnoty pfedstavuji nahodné kvantily z rozdéleni zkoumané veli€iny
a pro tyto pravdépodobnosti se ndm v druhém sloupci vypocitava velikost zmény
indexu. V dalSim sloupci jsou tedy hodnoty normovaného normalniho rozdéleni
pro stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku zmény indexu vypocitané
z historickych dat. Oba sloupce maji tolik hodnot, kolik opakovani simulace
chceme uskutecnit. Ukazka dat z tabulky (vCetné vzorcli MS Excel) je
v tabulce 2. 38

Tabulka 2 Cést tabulky simulovanych dat

Stifedni hodnota 0,129547989
Smérodatna odchylka 13,55643437
Pocet opakovani 10 000

Kvantil (Nahodné Zména indexu pro dany
Cislo) kvantil

=NAHCISLO() =NORM.INV(U6;$V$2;$V$3)

0,505339333
0,202519936
0,224376297
0,399114508
0,049102401
0,108375647
0,251894116
0,545978784

0,310988967
-11,15827186
-10,13940062
-3,336015592
-22,28763936
-16,61553411
-8,933486068
1,695425433

Data ziskana simulaci jsou graficky zobrazena na obrazku 4-3.

-52 -48 -44 -40 -36 -32 -28 -24 -20-16 -12 -8 -4 0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52

Obrazek 4-3 Rozdéleni simulovanych hodnot

38 Kompletni tabulka Cetnosti nasimulovanych zmén indexu je v pfiloze 6
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Hodnotu VAR ur€ime z nasimulovanych dat stejné jako v pfipadé
historické simulace. Kvantil 5 % odpovida hodnoté, kterd déli vzestupné

sefazené simulované zmény indexu v pomeéru 5 : 95.

Pocet pozorovani (simulovanych): n = 10000
Kvantil: pPp=5%
Hodnota odpovidajici kvantilu p: X = n*p =500
VAR ur€ena pomaoci historické simulace: VAR = -22,04733464

Tabulka 3 Cast vzestupné sefazené fady s vypoctenou VAR

495 -22,1213
496 -22,1077
497 -22,0704
498 -22,0678
499 -22,0635
500 -22,0473
501 -22,0455
502 -22,0451
503 -22,0319
504 -22,0105
505 -21,9993

Zavérecna interpretace vypoctené VAR je, Zze na 95 % nebudou zmény
cen akcii baze indexu mit za nasledek vétsi pokles nez o 22,047 bodu.

Shrneme-li na$ predchozi postup, mizZeme konstatovat, Ze metoda Monte
Carlo je sice narocnéjsi na vypocetni techniku, ale vede k mnohem pfesnéjSim
vysledklm a umoZiiuje vypocet v redlném case i pro slozita portfolia. Pfi vypoctu
VAR pomoci historické simulace neuvaZujeme viibec vliv ndhodnych faktor(,

a proto je lepSi pouziti simulace Monte Carlo.
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4.2.3 Vyhody a nevyhody VAR

Velka vyhoda je, Ze VAR udava konkrétni Cislo, které shrnuje miru rizika
pro celé portfolio. Diky tomuto shrnuti je pak snadnéjSi rozhodovani
a komunikace z pohledu akcionarli i managementu firmy. Uvedena vyhoda je
soucasné i nevyhodou, protoZze vypovida pouze o zvolené pravdépodobnosti
a neudava maximalni moznou ztratu (pouze kvantilovou). KdyZz se vypocitaji VAR
pro rdzné kvantily, trochu se tim pohled na riziko rozsifi, nicméné porad se
naptiklad pro dvé portfolia se stejnou VAR mizZe riziko vyrazné lisit.

Vzhledem k tomu, Ze nelze pomoci VAR dobfe podchytit riziko pro velmi
vysoké pravdépodobnosti, je nejvétSi nevyhodou této miry obtizné odhadovani
extréemnich ztrat (které jsou sice velice malo pravdépodobné, ale nastat mohou).

Velkou nevyhodou je moznost manipulovani s vypocCtem. Napfiklad
obchodnik mize zamérné pocitat na urcité hladiné spolehlivosti, na které riziko
jesté plsobi prijatelné, aby zaplsobil na investory. VAR totiz neni tzv. subaditivni,

coz dobre popisuje Strnad (2012):

»Tato vlastnost fika, Ze riziko portfolia Ize omezit souctem rizik jeho subportfolii.”

Moznost manipulace se tedy nabizi pfi interpretaci miry rizika portfolia, tim
Ze ho rozdélime na vice mensSich subportfolii (napf. mezi dcefiné spolecnosti) a
jejich spole€nou hodnotu VAR ziskame sectenim dil¢ich. Tento postup neni
matematicky spravny a vychazi nizsi hodnota, nez kdybychom vSe spojili do
jednoho vypoctu VAR pro celé portfolio dohromady.

Nevyhodou vSech metod a technik, které néco predpovidaji, je mimo jiné
zavislost na minulém vyvoji, ze kterého vychazime. P¥i vypocCtech VAR napfiklad
predpokladame stejné pfirlistky trznich sazeb jako v predeslych obdobich.
Prudké zmény trznich sazeb tak nestaCi metoda VAR v€as zahrnout do odhadu
a predikovat mozné dramatické zmény (které mohou vést az ke globalni financni

krizi, jako napfiklad v roce 2007) na financnich trzich. VétSinou se ovsem jedna

39 \Vychazi se zde ze €lanku Ing. Petra Strnada na téma ,Rizeni trznich rizik pomoci Value at
Risk — Uskali a problémy*, ktery byl publikovan na webovych strankach Komeréni banky (2012)
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spiSe o ménové krize zplsobené nepredvidanymi pohyby ménovych kurzl
(nejnebezpecnéjsi u fixnich kurzd, které se nepovede udrZet a minimalni volatilita
se zmeéni v extréemni). Pro takové situace se Casto testuji hypotetické stresové
scenare, které zahrnou néjakou vysoce nepravdépodobnou, ale realnou trzni
zmeénu.

Za zminku urcité také stoji nevyhoda, ktera je zplsobena nezahrnutim
rizika spojeného s likvidaci pozic. Pfi vypoCtu VAR se zpravidla pracuje se
stfedovymi cenami pozic a zpravidla byva zahrnuto trzni rozpéti ocenéni.
Zminéné rozpéti je ale pevné a jeho zvétSeni (zmenSeni je zbyte€né uvazovat)
se jiz do modelu nezahrnuje. Dojde-li béhem trzniho napéti, kdy se rozpéti
i nékolikanasobné zvétsuje, k likvidaci takovych pozic, mize dojit k mnohem
vySSim ztratam, nez VAR odhadovala. Mimo cenového rozpéti se do likvidacniho
rizika zahrnuje i necekané stlaCeni cen €i dlouhy ¢asovy horizont likvidace pozic
(béhem likvidace se tak trzni hodnota pozic mlze jesté ménit).

Posledni nevyhodou je problém statického charakteru hodnoty VAR.
Nejsou brany v tvahu zmény portfolia v kratSich ¢asovych intervalech, nez je
horizont vypocCitané hodnoty VAR. Pro obchodniky obchodujici napfiklad b&éhem
dne mize byt jednodenni odhadovana maximalni ztrata vyrazné podhodnocena.
ReSenim pro zahrnuti zmén slozeni portfolia jsou réizné dynamické modely, které

zohlednuji ménici se strukturu.
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Zaver

V Gvodni kapitole byla charakterizovana podstata simulacnich modeld
a postup jejich pfipravy. V jejim zavéru byly popsany generatory nahodnych Cisel
vCetné vysvétleni rozdilu mezi nahodnymi a pseudonahodnymi generovanymi
hodnotami.

Kapitoly o metodé Monte Carlo a o jejim vyuziti mély za ukol spinit hlavni
cil této prace - popsat princip a moznosti vyuZziti této metody. Podrobnym
vysvétlenim typického historického pouziti metody pfi vypoctu Ludolfova Cisla
byla vysvétlena podstata tohoto statistického nastroje pro praci se stochastickymi
simulacnimi  modely. Bylo demonstrovano, Ze princip metody spociva
v generovani velkého mnozstvi hodnot nahodného charakteru a jejich nasledném
Zpracovani.

Vyuziti metody napfi¢ spektrem védeckych disciplin a oborl je velké
a stale se rozSifuje. NejvétSi vyhodou metody Monte Carlo je velka variabilita
nastaveni simulace, diky které je mozné timto zplsobem feSit jak zakladni
matematické uUlohy (napfiklad jednoduchy urcity integral), tak mnohem
sofistikovanéjsi priklady. Mezi takoveé priklady patfi zejména aplikace metody
v oblastech fyziky, pficemz nékolik konkrétnich pfikladd bylo uvedeno a popséano.

ObtiZnost pouziti metody je ¢im dal nizsi diky program(m, které maji jeji
pouZziti pfednastavené a staCi jej pouze vyvolat. V takovém pfipadé ani
nemusime detailné znat princip metody a pracujeme pouze s vystupy, které
ziskdme na zakladé zadanych vstupl. Navzdory relativné lehkému principu
metody je dllezita urcita alespon zakladni znalost statistickych a matematickych
principll aby nasledné shrnuti a interpretovani vysledkd neznehodnotilo cely
pokus. Simulace experimentd touto metodou umoZiuje tvofit presnéjsi
predpovédi a odhady veli€in, u nichz napfiklad neni k dispozici dostatek
historickych dat.

Velice popularni jsou rlizné pokusy aplikovani metody na modelovani
a predikovani vSech moznych systémil s pravdépodobnostnim rozdélenim
popfipadé s nahodnym budoucim vyvojem. Pro tuto praci byl vybran jako pfiklad

uziteCného a praktického vyuZziti metody - vypoCet miry trzniho rizika Value at
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Risk. Bylo zjisténo, Ze na zékladé miry VAR je pro nasledujici den po posledni
hodnoté fady 95% pravdépodobnost, Ze pokles indexu PX nebude o vice nez
22,0473 bodu. Neboli je 5% pravdépodobnost, Zze pokles cen emisi v bazi
zpUlsobi vétsi snizeni indexu nez o 22,0473 bodu.

VAR je velice oblibena mira pouZivana pfi fizeni rizika, nicméné jeji
vypovidaci hodnota je omezena a prehnané spoléhani na podobné ukazatele
chovani trhu vedly mj. k hospodarské krizi v letech 2007 - 2008. Je tedy tfeba
vystupy pokusl a modelli feSenych metodou Monte Carlo stale brat jako vysledky
vypocitané pro urcitou miru spolehlivosti.

VAR se d& pocitat pro vice rliznych prvkl sou¢asné (kombinace akcii atp.)
nebo pro rlizné dlouha obdobi. Mimo to by se také dalo pocitat VAR pro rlizné
hladiny spolehlivosti, coz by mohlo byt pfedmeétem zpracovani navazujiciho na

tuto z vétsi Casti teoreticky zamérfenou praci.
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Pfiloha 1 — tabulka nahodnych Cisel a jeji pouZziti

1564 8043 6358 8302 2860 3546 317 T357 9845 5739
6022 9676 5768 3388 9818 8897 1119 9441 3934 8555
8413 9906 00138 0550 4223 5586 4842 8736 0855 5650
5943 1652 2545 3981 2102 3523 7419 2359 0531 3457
6945 3629 7351 3502 1760 0550 8674 4599 7809 9474
0370 1165 8035 4415 9812 4312 3524 1332 4732 2303
6702 6457 2270 8611 847¢ 1418 0835 1866 1307 4211
3740 4722 3002 8020 o182 4451 9389 1730 3394 7054
3833 3356 9025 5748 4780 6042 3629 8458 1339 5948
6683 7947 4718 94013 THG3 0701 9245 5860 9257 2588
6794 1732 4808 9473 5893 1154 0067 0899 1134 8630
5054 1532 9498 T702 0544 0087 9602 6259 3807 7276
1733 6560 9758 8586 3263 2532 6668 2838 1404 3887
6609 6263 9160 0600 4304 2784 1039 7321 €18 6172
3970 7716 8307 6123 3748 1036 0516 0EOT 2710 3700
9504 2769 0534 0758 9824 9536 TE25 29385 3824 3449
0663 9636 6001 9372 8746 1579 6102 T8990 4526 3429
4364 0606 4355 2395 2070 8915 8461 9820 6811 5873
8875 3041 7183 2261 710 6072 7128 0E25 3231 6815
4521 3391 6695 5986 2416 778 8106 7759 6379 2104
5066 1454 9642 8675 8767 0582 0410 5515 2697 1575
9138 5003 3633 2670 7575 4021 0381 0118 9493 22¢1
0975 1836 7629 5136 7824 3916 0542 2614 6567 3015
1049 9945 3408 3028 7244 1766 1013 0221 8492 3801
0682 1343 7454 8600 8598 9953 5773 8482 4439 6708
0263 48909 9832 0627 1155 4007 0446 G886 4699 1740
2733 3388 7630 3824 0734 7736 8465 0DE48 0459 B733
1441 2684 1116 0758 5411 3365 4489 6241 6413 3615
5014 5616 1721 8772 4605 0388 1389 5893 T459 4445
3745 5956 5512 8577 4178 0031 3080 2296 0124 5896
8384 &rar 5567 5881 3721 1886 3758 7236 6360 1740
9944 &361 7050 8783 3815 9768 3247 1706 9355 3510
3045 2466 65640 6804 1704 E665 2539 2320 9331 442
5939 5741 7210 (- 3273 3NTT 6021 2045 0163 3706
4294 17T 3336 7182 7238 6408 7674 1718 9063 9921
3787 2516 2661 6711 9240 5984 3068 5524 03932 5520
4764 2339 4541 5415 6314 7979 3634 5320 5400 6714
0292 9574 0235 4230 2283 5232 3830 5662 6404 2514
7876 1662 2627 0340 7836 3T 217 8824 T393 7306
3490 3071 2967 4822 3658 4333 6452 9148 4420 6091
3670 E9E0 6477 3671 9318 1317 6355 4082 6315 0814
3665 2367 3144 9663 0990 6155 4540 0294 7504 0223
3792 0557 8439 8446 8082 1122 1181 8142 7119 3200
2618 2204 9433 2527 5744 9330 0721 8666 3695 1081
6972 6829 0952 5597 6834 5857 9800 7375 9209 0630
7305 8852 1688 3571 3383 2990 9488 8383 2476 8136
1794 4551 1262 4845 4039 7760 1565 4745 178 8370
3179 1304 7767 4769 7373 5195 5013 6394 5734 5852
2930 3828 7172 3188 7487 2419 1225 7770 3959 oooe
3418 9g27 7948 6243 1176 3393 2252 0377 9788 8648

a) Volba nahodnych Zisel a pfifazeni pofadovych €isel jednotkam v Sarz:

1. V tabulce se libovolng zvoll |ako podatek Etyfmistné isla leZici na priseéiku urgité fadky a slounce
(pocatek se voli pfi pouZivani tabulky na rdznych mistech).

2. Nahodné zvolene cislo e pocatkem dalSich Cisel ve sloupci (dolu nebc nahcru) nebo v fadce
(doprava nebo doleva).

3. Ze ctyfmistnéhc 2isla se zvoli prvni dvaojéisli nebo trojisli v zavislosti na potu jednotek (baleni) v
SarZi nebo casti Sarze (pfi poftu do 99 dvejcisli, pfi poctu od 100 do 999 trojcisli atd.); ¢isla vétsi. nez
je pocel jednolek v Sarzi, se vynechaji.

4. Odeberou se jednotky baleni, jimZ jsou pfifazena pofadova Cisla (o€islovanim neha jinym
zpusobem).
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Priloha 2 — baze portfolia indexu PX
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Pfiloha 3 — zaCatek a konec vyvoje indexu PX%

Bl Hodnota indexu v
okamiiku zavfeni
7.9.1993 335,2
14.9.1993 329|
21.9.1993 329,4)
28.9.1993 333,1)
5.10.1993 340|
12.10.1993 372,1|
19.10.1993 414,8|
26.10.1993 451,7
2.11.1993 524,1
4.11.1993 611,3|
9.11.1993 661,5]
11.11.1993 662,8)
16.11.1993 665,4|
18.11.1993 638,6)
23.11.1993 619,5
25.11.1993 608,6
30.11.1993 617,1
2.12.1993 643,7
7.12.1993 648,4|
9.12.1993 657,7
14.12.1993 678,7
16.12.1993 75,2
6.1.1994 756,5
11.1.1994 810,3]
13.1.1994 856,8]
18.1.1994 918,3|
20.1.1994 979,6
25.1.1994 1037]
27.1.1994 1109,7
1.2.1994 1135,8)
3.2.1994 1115,3
8.2.1994 1096,6
10.2.1994 1090,2
15.2.1994 1126,4)
17.2.1994 1156,5]
22.2.1994 1172,9)
24.2.1994 1215,8]
1.3.1994 1244,7
3.3.1994 1212
8.3.1994 1158,2
10.3.1994 1194,6
14.3.1994 1186,9)
15.3.1994 1159,4]
17.3.1994 1134,4)
21.3.1994 1118,4
22.3.1994 1036,9{
24.3.1994 1029,3]...

Hodnota indexu v

Dakm okamiiku zavieni
5.3.2014 1004,73]
6.3.2014 1008,95|
73.2014 1002,02|
10.3.2014 991,49|
11.3.2014 984,54|
12.3.2014 967,76]
13.3.2014 970,18}
14.3.2014 950,17,
17.3.2014 978,16
18.3.2014 986,39]
19.3.2014 989,36
20.3.2014 985,05
21.3.2014 991,54]
24.3.2014 990,37,
25.3.2014 994,27,
26.3.2014 1002,44|
27.3.2014 996,32
28.3.2014 1005, 66|
31.3.2014 1006,45
1.4.2014 1016,78|
24.2014 1017,67,
34.2014 1015,97]
4.4.2014 1018,19]
7.4.2014 1013,31
84.2014 992,41
9.4.2014 1002,64|
10.4.2014 1005,09]
11.4.2014 992,69]
14.4.2014 993,95
15.4.2014 996,01
16.4.2014 1001,78]
17.4.2014 1006,38)
2.4.2014 1012,2}
23.4.2014 1007, 8]
24.4.2014 1002,04|
25.4.2014 992,76,
28.4.2014 996,19]
29.4.2014 1009,25
30.4.2014 1010,31
25.2014 1010,81
55.2014 1008,57,
6.5.2014 1010,58]
7.5.2014 1007,87|
95.2014 1004,69]
12.5.2014 1004,08]
13.5.2014 993,98|
14.5.2014 985,79]

40 Pro velké mnoZzstvi dat je pfiloZzena misto vSech 5022 hodnot pouze ukazka fady
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Priloha 4 — Cetnosti historickych zmén indexu PX

Interval Cetnost
Dolni mez |Horni mez .zmén
indexu
-160 -155 1
-155 -150 0l
-150 145 of
-145 -140 o}
-140 -135 0|
-135 -130 0|
-130 -125 0|
-125 -120 of
-120 -115 |
-115 -110 |
-110 -105 o}
-105 -100 2
-100 -95 2
-95 -90 o}
-90 -85 1
-85 -80 2
-80 -75 o}
-75 -70 4|
-70 -65 3
-65 -60 af
-60 -55 3
-55 -50 10}
-50 -45 7
-45 -40 14)
-40 -35 22
-35 -30 37
-30 -25 42
-25 -20 83
-20 -15 132
-15 -10 283
-10 5 568]
-5 0 1212

Interval Cetnost
Dolni mez |Horni mez .zmén

indexu
0 5 1245
S 10 620
10 15 336
15 20 160
20 25 85
25 30| 56
30 35 32
35 40| 21
40 45 7
45 50| 6|
50 55 7
55 60| 2
60 65 2
65 70| 0]
70 75 3
75 80 ol
80 85 |
85 90| 3
90 95 2
95 100 4 |
100 105 1
105 110| 0]
110 115 o]
115 120| 1
120 125 0|
125 130| o}
130 135 o]
135 140 1
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Pfiloha 5 — test normality rozdéleni historickych
zmen indexu PX

Testovano pomoci programu SPSS, pficemZ jsme rovnou ziskali hodnoty
parametrli normovaného normalniho rozdéleni této veli¢iny (stfedni hodnoty a

smeérodatné odchylky)

index
N 5022
Mean ,12954799
Normal Parameters?® . 13,55643437
Std. Deviation 4
Absolute , 112
Most Extreme Differences Positive ,101
Negative -,112
Kolmogorov-Smirnov Z 7,937
Asymp. Sig. (2-tailed) ,000

a. Test distribution is Normal.
b. Calculated from data.
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Pfiloha 6 — ¢etnosti simulovanych zmén indexu PX

Interval Cetnost
Dolni mez |Horni mez .zmén

indexu
-53 -51,5 1
-51,5 -50 (4] |
-50 -48,5 1
-48,5 -47 ol
-47 -45,5 1
-45,5 -44 1
-44 42,5 1
-42,5 -41 1
-41 -39,5 4
-39,5 -38 2
-38 -36,5 10}
-36,5 -35 11
-35 -33,5 8
-33,5 -32 9]
-32 -30,5 16
-30,5 -29 17
-29 -27,5 22
-27,5 -26 27
-26 24,5 36
-24,5 -23 54]
-23 21,5 60|
-21,5 -20 71
-20 -18,5 74}
-18,5 -17 92
-17 -15,5 113
-15,5 -14 114}
-14 -12,5 133
-12,5 -11 144)
-11 9,5 151
-9,5 -8 171
-8 -6,5 195
-6,5 -5 186
-5 -3,5 226
-3,5 -2 217
-2 0,5 214)
0,5 1 242

Interval Cetnost
Dolni mez |{Horni mez 'zmén
indexu
1 20D 220
2,D 4 219
4 55 231
R 7 207
7 8,5 195
8,5 10 170
10 11,5 157
11,5 13 147
13 14,5 155
14,5 16 122
16 17.5 100
17D 19 93
19 20,5 73
20,5 22 63
22 23,5 57
235 25 37
25 26,5 29|
26,5 28 33
28 29,5 22
29,5 31 17
31 32,5 13
32,5 34 7
34 35,5 3
35,5 37 6
37 38,5 7
38,5 40 5
40 41,5 1
41,5 43 ] |
43 44,5 1
44,5 46 1
46 47,5 o]
47,5 49 0|
49 50,5 o}
50,5 52 ol
52 53,5 2

52



